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Ulohy resené pomoci AG nerovnosti
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Véta (AG—nerovnost)

Pro libovolna nezaporna redlna Cisla xy, xo, . .., x, plati

XL +X+ -+ Xn
n

> X% X (AG)

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = x; = + - - = x,.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Extremdlni Glohy bez derivaci 13.6.2019



Véta (AG—nerovnost)

Pro libovolna nezaporna redlna Cisla xy, xo, . .., x, plati

XX+t X
n

> /X1 X . . Xn- (AG)

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xo = -+ = Xp.

Poznamka

V pripadé dvou Cisel x; a xo je AG nerovnost jednoduchym cvi¢enim, nebot

X1 + Xo
2

X1 + Xo

2
5 ) > X1Xp <—

> X1 Xp > (

<— xf + 2x1%0 + x22 >4x1x0 — (x1 — X2)2 > 0.
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Véta (AG—nerovnost)

Pro libovolna nezaporna redlna Cisla xy, xo, . .., x, plati

XX+t X
n

> /X1 X . . Xn- (AG)

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xo = -+ = Xp.

Poznamka

V pripadé dvou Cisel x; a xo je AG nerovnost jednoduchym cvi¢enim, nebot

X1 + X X1 + X 2
172 Z X1 Xp < (122> 2 X1Xp <
<— xf + 2x1%0 + x22 >4x1x0 — (x1 — X2)2 > 0.
Obecna AG nerovnost pfimo plyne z nasledujicich dvou pomocnych tvrzeni. J
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Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou sadu n (nezapornych) &isel (n € N\ {1}),
plati rovnéz pro kazdou 2n—tici nezapornych Cisel.
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Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou sadu n (nezdpornych) &isel (n € N\ {1}),
plati rovnéz pro kazdou 2n—tici nezapornych Cisel.

Diikaz.

Necht xi, ..., Xn, Xpt1, - - -, Xon jsou libovolné zvolend nezdporna cisla. Pak plati

o Xn Xnt1t- X
X1+"'+Xn+xn+1+"'+x2n_X1+n+x+ n+1n 2n

2n 2

Y

nX .-.--X VTX --...X
> /X1 n+2\/ n+1 2 \/\"/xl
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Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou sadu n (nezdpornych) &isel (n € N\ {1}),
plati rovnéz pro kazdou 2n—tici nezapornych Cisel.

Diikaz.

Necht xi, ..., Xn, Xpt1, - - -, Xon jsou libovolné zvolend nezdporna cisla. Pak plati

o Xn Xnt1t- X
X1+"'+Xn+xn+1+"'+x2n_X1+n+x+ n+1n 2n

2n 2 -

S \Vxl.....xn+\7xn+1.....xzn

= 5 Z\/le ..... X".\IVX,H_I ..... Xop =

L]

Nyni tedy vime, ze AG nerovnost plati pro libovolnou n-tici nezapornych Eisel,
pokud n € {2,4,8,16,32,...}.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Extremdlni Glohy bez derivaci



Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou n-tici nezdpornych ¢&isel (n € N, n > 3), plati
rovnéZ pro kaZdou (n — 1)—tici nezdpornych Cisel.
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Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou n-tici nezdpornych ¢&isel (n € N, n > 3), plati
rovnéZ pro kazdou (n — 1)—tici nezapornych Cisel.

Diikaz.

Necht xi,...,x,_1 jsou libovolné zvolend nezaporna Cisla.
Definujme &islo x, rovnosti

X1+ Xea
n—1 '

Xpn =

A\
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Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou n-tici nezdpornych ¢&isel (n € N, n > 3), plati
rovnéZ pro kazdou (n — 1)—tici nezapornych Cisel.

Diikaz.

Necht xi,...,x,_1 jsou libovolné zvolend nezaporna Cisla.
Definujme &islo x, rovnosti

X1+ Xea

Xp =
n—1

AG nerovnost pro &isla xi, ..., x, pak dava

nx, (n—1Dx,+x, x1+- -+ Xp—1 + X, AG
i = > /X1 Xn—1Xn-

Xp =
n n n
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Pomocné tvrzeni

Plati-li AG nerovnost pro libovolnou n-tici nezdpornych ¢&isel (n € N, n > 3), plati
rovnéZ pro kazdou (n — 1)—tici nezapornych Cisel.

Diikaz.

Necht xi,...,x,_1 jsou libovolné zvolend nezaporna Cisla.
Definujme &islo x, rovnosti

X1+ Xea
Xp= ———. &
n n— 1 ( )
AG nerovnost pro &isla xi, ..., x, pak dava
nx, (n—1Dx,+x, x1+- -+ Xp—1 + X, AG
Ny = — = = Z /X1 Xn—1Xp-
n n n
Posledni nerovnost je ale ekvivalentni s
Xg ZXI""'anlxn <“— X;:_l le.....xn71 <~ X, Z n—l/)(]-.....)(nil7
coz vzhledem k (&) davd pozadované tvrzeni. O
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Jiny ditkaz AG

Necht x1,...,x, € RT jsou libovolnd. PoloZme xp = Xt+X 3 v bodé& (xg, In xp)

sestrojme teénu (o rovnici y = ax + b) ke grafu funkce y = Inx. Nize uvedeny
obrazek ilustruje situaci pro n = 3.
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Jiny dikaz AG nerovnosti

Z konkavnosti logaritmu ihned plyne, Ze

(Vie{l,...,n}): ax;+ b >Inx.
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Jiny dikaz AG nerovnosti

Z konkavnosti logaritmu ihned plyne, Ze
(Vie{l,...,n}): ax;+ b >Inx;.
Sectenim vyse uvedenych n nerovnosti dostaneme

alxy+ - +x,)+nb>Inxy + -+ Inxp.
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Jiny dikaz AG ne

Z konkavnosti logaritmu ihned plyne, Ze
(Vie{l,...,n}): ax;+ b >Inx.

Sectenim vyse uvedenych n nerovnosti dostaneme

alxy+ - +x,)+nb>Inxy + -+ Inxp.

Nyni obé strany nerovnosti vydélime Cislem n.

a-;ﬁ—b
n n

=axpo+b=In xo =In /X1 Xn

> Inx1—|—-~~+|nx,,.
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Jiny ditkaz AG

Z konkavnosti logaritmu ihned plyne, Ze
(Vie{l,...,n}): ax;+ b >Inx;.
Sectenim vyse uvedenych n nerovnosti dostaneme
alxy+ - +x,)+nb>Inxy + -+ Inxp.
Nyni obé strany nerovnosti vydélime Cislem n.

x1+ -+ xp Inx; +---+Inx,
a-—— .

+b>
n n
=axpo+b=In xo =In /X1 Xn

Odlogaritmovanim pak dostaneme dokazovanou nerovnost.
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Ze vsech obdélniki daného obvodu o najdéte ten, ktery ma nejvétsi obsah.
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Ze vsech obdélniki daného obvodu o najdéte ten, ktery ma nejvétsi obsah.

Reseni.

Jsou-li a, b > 0 délky stran obdélniku, plati
AG [a+b)\? o\2 0
S—ab< = (5) = % = konst.
= < 2 ) 4) T16 "
Rovnost pfitom nastane, pravé kdyz a = b, tj. kdyz se jedna o Ctverec. ]
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Ze vsech obdélniki daného obvodu o najdéte ten, ktery ma nejvétsi obsah.

Redent.
Jsou-li a, b > 0 délky stran obdélniku, plati

2
AG fa+ b o\2 0
S=ab< = (5) = % = konst.
= < 2 ) 4) T16 "
Rovnost pfitom nastane, pravé kdyz a = b, tj. kdyz se jedna o Ctverec. ]

Najdéte trojuhelnik daného obvodu o = 2s, ktery ma nejvétsi obsah.

13.6.2019
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Ze vsech obdélniki daného obvodu o najdéte ten, ktery ma nejvétsi obsah.

Jsou-li a, b > 0 délky stran obdélniku, plati
2
AG fa+ b o\2 0
S=ab< = (5) = % = konst.
= < 2 ) ) "1 O™
Rovnost pfitom nastane, pravé kdyz a = b, tj. kdyz se jedna o Ctverec. ]

Najdéte trojihelnik daného obvodu o = 2s, ktery ma nejvétsi obsah.

—a §— s—¢c)\® s
52—5-(sa)(sb)(sc)’§s.((s ) (s—b)+( )>—27—konst.

3

Rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c, tj. kdyz se jednad o rovnostranny
trojihelnik. O
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Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyri stejné Ctverce tak, aby ohnutim a
spajenim vznikla krabicka maximalniho objemu.
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Priklad

Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyri stejné Ctverce tak, aby ohnutim a
spajenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Reseni.

|

Stranu ¢tvercového plechu oznacme a a stranu vyfiznutych ¢tvercli oznaéme x.
Pak pro objem krabi¢ky plati V = (a — 2x)? - x.

A\
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Priklad
Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyri stejné Ctverce tak, aby ohnutim a
spajenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Reseni.

|

Stranu ¢tvercového plechu oznacme a a stranu vyfiznutych ¢tvercli oznaéme x.
Pak pro objem krabi¢ky plati V = (a — 2x)? - x.

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nasledujicim zpisobem:

4V — (a—2x)-(a—2x)-(4x) ASG <(22X)+(332X)+4X>3 _ %33 ~ romst.

A\
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Priklad

Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyri stejné Ctverce tak, aby ohnutim a
spajenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Reseni.

Stranu ¢tvercového plechu oznacme a a stranu vyfiznutych ¢tvercli oznaéme x.
Pak pro objem krabi¢ky plati V = (a — 2x)? - x.

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nasledujicim zpisobem:

3
AG [(a—2 —2x) + 4 8
AV = (a—2x) - (a—2x) - (ax) S (=) H (=29 FAN"_ 8 5 ot
3 27
Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz a — 2x = 4x, tj. x = £. O
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Priklad

Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyri stejné Ctverce tak, aby ohnutim a
spajenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Reseni.

Stranu ¢tvercového plechu oznacme a a stranu vyfiznutych ¢tvercli oznaéme x.
Pak pro objem krabi¢ky plati V = (a — 2x)? - x.

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nasledujicim zpisobem:

3
AG [(a—2 —2x) + 4 8
AV = (a—2x) - (a—2x) - (ax) S (=) H (=29 FAN"_ 8 5 ot
3 27
Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz a — 2x = 4x, tj. x = £. O

Poznamka

MiZzete se zkusit zamyslet nad tim, jak by se Fesil pripad, kdyby ptvodni plech
nebyl ¢tvercovy, ale obdéInikovy (napt. 7 x 15).

A\
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Ze vsech valci o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.
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Ze vSech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.

Reseni.

Plati V =nrlv = v =%,
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Ze vSech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.

Reseni.
Plati V =nrlv = v =%,

Odtud mame

Vv 2V
S =2xr® + 2mrv = 2mr? + 27rr—2 =2l + — =
Tr r

V VA ./ vV VvV
:27rr2—|—7+723327rr2~7~7:3\/327rv2:konst.
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Ze vSech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.

Reseni.
Plati V =nrlv = v =%,

Odtud mame

Vv 2V
S =2xr® + 2mrv = 2mr? + 27rr—2 =2l + — =
Tr r

V. VA vV V
=2nr’ + — —|— — > 3¢/2mr2 . — = 3V27 V2 = konst.
Rovnost nastane, pravé kdy? 2mr2 = ¥, tj. r = ¢/ 22, v = ¢/ = 2r (tzv.

rovnostranny valec). O
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Dalsi tlohy na AG nerovnost

Do rotacniho kuzele o poloméru podstavy r a vysce v je vepsan rotacni valec s
maximalnim objemem. Urcete polomér podstavy a vysku tohoto valce.
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Dalsi tlohy na AG nerovnost

Priklad

Do rotacniho kuzele o poloméru podstavy r a vysce v je vepsan rotacni valec s
maximalnim objemem. Urcete polomér podstavy a vysku tohoto valce.

Priklad
Do elipsy o poloosach a, b vepiste obdélnik tak, aby jeho strany byly rovnobézné s
osami elipsy a pritom jeho obsah byl maximaini.

| A

y
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Metoda diskriminantu
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Metodu diskriminantu osvétlime na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Pro které x € R" nabyvd vyraz x + % nejmensi hodnoty?
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Metodu diskriminantu osvétlime na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Pro které x € R™ nabyvd vyraz x + % nejmensi hodnoty?

Reseni.

Snadno se presvédc¢ime, ze nase (loha je ekvivalentni ndsledujicimu problému:

Najdéte nejmensi hodnotu realného parametru p (a odpovidajici x) tak, aby
rovnice x + % = p (s nezndmou x a parametrem p) méla kladné feSeni.
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Metodu diskriminantu osvétlime na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Pro které x € R™ nabyvd vyraz x + % nejmensi hodnoty?

Reseni.

Snadno se presvédc¢ime, ze nase (loha je ekvivalentni ndsledujicimu problému:

Najdéte nejmensi hodnotu realného parametru p (a odpovidajici x) tak, aby
rovnice x + % = p (s nezndmou x a parametrem p) méla kladné feSeni.

Rovnici x + % = p si mlizeme piepsat do tvaru x> — px + 1 = 0, coZ je rovnice
kvadraticka.
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Metodu diskriminantu osvétlime na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Pro které x € R™ nabyvd vyraz x + % nejmensi hodnoty?

Reseni.

Snadno se presvédc¢ime, ze nase (loha je ekvivalentni ndsledujicimu problému:

Najdéte nejmensi hodnotu realného parametru p (a odpovidajici x) tak, aby
rovnice x + % = p (s nezndmou x a parametrem p) méla kladné feSeni.

Rovnici x + % = p si mlizeme piepsat do tvaru x> — px + 1 = 0, coZ je rovnice
kvadraticka.

v

Pokud chceme, aby tato kvadraticka rovnice méla reseni, musi byt jeji diskriminant
D = p? — 4 nezaporny, coz nas vede k podmince p € (—o0, —2) U (2, +00).
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Metodu diskriminantu osvétlime na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Pro které x € R™ nabyvd vyraz x + % nejmensi hodnoty?

Reseni.

Snadno se presvédc¢ime, ze nase (loha je ekvivalentni nasledujicimu problému:

Najdéte nejmensi hodnotu redlného parametru p (a odpovidajici x) tak, aby

rovnice x + % = p (s nezndmou x a parametrem p) méla kladné fesent.

Rovnici x +
kvadraticka.

X =

= p si mlizeme piepsat do tvaru x> — px + 1 = 0, coZ je rovnice

Pokud chceme, aby tato kvadraticka rovnice méla reseni, musi byt jeji diskriminant
D = p? — 4 nezaporny, coz nas vede k podmince p € (—o0, —2) U (2, +00).

V pripadé, ze p € (—o0, —2), nemiizeme dostat kladné feseni x.
Proto musi platit p > 2.
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Metodu diskriminantu osvétlime na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Pro které x € R™ nabyvd vyraz x + % nejmensi hodnoty?

S v 7
Reseni.
Snadno se presvédc¢ime, ze nase (loha je ekvivalentni nasledujicimu problému:

Najdéte nejmensi hodnotu redlného parametru p (a odpovidajici x) tak, aby

rovnice x + % = p (s nezndmou x a parametrem p) méla kladné fesent.

Rovnici x + )1<

kvadraticka.

= p si mlizeme piepsat do tvaru x> — px + 1 = 0, coZ je rovnice

Pokud chceme, aby tato kvadraticka rovnice méla reseni, musi byt jeji diskriminant
D = p? — 4 nezaporny, coz nas vede k podmince p € (—o0, —2) U (2, +00).

V pripadé, ze p € (—o0, —2), nemiizeme dostat kladné feseni x.
Proto musi platit p > 2.

Snadno se ale vidi, Ze pro p = 2 dostaneme Feseni x = 1, coZ je odpovéd na nasi
otazku. O
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Muz v lodce je vzddlen 3 km od pobrezi (majiciho tvar pfimky). Chce se co
nejrychleji dostat do mista na pobrezi, ktere je od néj vzddleno 5 km. Rozhodnéte,
kde se md vylodit, vite-li, Ze ve vodé se dokdze pohybovat rychlosti 3 km/h,
zatimco po brehu rychlosti 5 km/h. Urcete také as, za ktery se dostane do cile.

misto vylodéni cil

13.6.2019 14 / 26
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Muz v lodce je vzddlen 3 km od pobrezi (majiciho tvar pfimky). Chce se co
nejrychleji dostat do mista na pobrezi, ktere je od néj vzddleno 5 km. Rozhodnéte,
kde se md vylodit, vite-li, Ze ve vodé se dokdze pohybovat rychlosti 3 km/h,
zatimco po brehu rychlosti 5 km/h. Urcete také as, za ktery se dostane do cile.

misto vylodéni cil

X
t(X):f—f—g, kdex€<0,4>. J
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—X 2 .
Chceme najit minimum funkce t(x) = Mf)w + £ na intervalu (0, 4).

Reseni.

Hleddme vlastn& minimalni hodnotu parametru t € R, pro kterou ma rovnice

w_;’_%:t (‘)

feSeni x leZici v intervalu (0, 4).

Petr Vodstréil (VSB-TUO)
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Chceme najit minimum funkce t(x) + % na intervalu (0, 4).

5

Reseni.
Hleddme vlastn& minimalni hodnotu parametru t € R, pro kterou ma rovnice

feSeni x leZici v intervalu (0, 4).

Dusledkovymi Gpravami dostaneme z (#) rovnici

16x% + 10x(9t — 20) — 25(9t? — 25) = 0

Petr Vodstréil (VSB-TUO)
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—X 2 .
Chceme najit minimum funkce t(x) = Mf)w + £ na intervalu (0, 4).

Reseni.

Hleddme vlastn& minimalni hodnotu parametru t € R, pro kterou ma rovnice

W—i_%:t (‘)

feSeni x leZici v intervalu (0, 4).
Dusledkovymi Gpravami dostaneme z (#) rovnici

16x% + 10x(9t — 20) — 25(9t? — 25) = 0
s diskriminantem

D = 100(9t — 20)? + 1600(9t* — 25) = 22500t — 36000t = 4500t(5t — 8).
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16x% + 10x(9t — 20) — 25(9t? — 25) = 0
s diskriminantem
D = 100(9t — 20)? + 1600(9t* — 25) = 22500t — 36000t = 4500t(5t — 8).

Aby vSak rovnice (#) méla FeSeni, musi nutné platit D > 0, tzn. t > %.
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Chceme najit minimum funkce t(x) = Mf)w + £ na intervalu (0, 4).

Reseni.

Hleddme vlastn& minimalni hodnotu parametru t € R, pro kterou ma rovnice

feSeni x leZici v intervalu (0, 4).
Dusledkovymi Gpravami dostaneme z (#) rovnici
16x% + 10x(9t — 20) — 25(9t? — 25) = 0
s diskriminantem
D = 100(9t — 20)? + 1600(9t* — 25) = 22500t — 36000t = 4500t(5t — 8).

Aby vSak rovnice (#) méla FeSeni, musi nutné platit D > 0, tzn. t > %.

Zaroven snadno zjistime, ze pro t = % ma rovnice (M) Feseni x = %. O
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Extremalni Glohy resené geometricky

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Extremalni tlohy bez derivaci 13.6.2019 16 / 26



Na zdi je zavésen obraz. Jeho spodni okraj A se nachazi a délkovych jednotek nad
trovni oci a jeho horni okraj B se nachazi b délkovych jednotek nad drovni oci.
Urcete, z jaké vzdalenosti je obraz vidét pod nejvétsim zornym dhlem.
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Reseni je zaloZeno na rozboru nasledujiciho obrazku.
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Reseni je zaloZeno na rozboru nasledujiciho obrazku.

2

Vezmeme-li v Gvahu znalosti o obvodovych a stfedovych Ghlech, dostaneme, ze
optimalni je pozorovat obraz z bodu T (bod dotyku). Z tohoto bodu bude obraz

vidét pod nejvétsim zornym Ghlem. Vzdalenost bodu T od zdi je mozné dopocitat
napr. pomoci mocnosti bodu ke kruznici.
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Vezmeme-li v Gvahu znalosti o obvodovych a stfedovych Ghlech, dostaneme, ze
optimalni je pozorovat obraz z bodu T (bod dotyku). Z tohoto bodu bude obraz

vidét pod nejvétsim zornym Ghlem. Vzdalenost bodu T od zdi je mozné dopocitat
napr. pomoci mocnosti bodu ke kruznici. [l
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Reseni pomoci AG nerovnosti.

Oznaéme x nasi vzdélenost od zdi a « (hel, pod kterym vidime obraz.
Z goniometrickych vzorcil je mozné odvodit, ze
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Oznaéme x nasi vzdélenost od zdi a « (hel, pod kterym vidime obraz.
Z goniometrickych vzorcil je mozné odvodit, ze

Nyni pouZijme na jmenovatele AG nerovnost ve tvaru x> + ab > 2x+/ab.
Poznamenejme, Ze v této nerovnosti nastdva rovnost pravé tehdy, kdyz x> = ab
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Reseni pomoci AG nerovnosti.

Oznaéme x nasi vzdélenost od zdi a « (hel, pod kterym vidime obraz.
Z goniometrickych vzorctl je mozné odvodit, ze

Nyni pouZijme na jmenovatele AG nerovnost ve tvaru x> + ab > 2x+/ab.
Poznamenejme, Ze v této nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyz x? = ab.
Celkem tedy dostdvame

_ x(b—a) <x(b—a) _b-a

tga = = = konst.,
& x2+ab — 2x+v/ab 2V ab

priCemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x = v/ab, cozZ je vzdalenost, pro kterou
je tg o (a tedy i samotné o) maximalni. |
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Je ddn ostrodhly trojihelnik ABC. Uvnitf tohoto trojihelniku najdéte bod X, pro
ktery je soucet |AX| + |BX| + |CX| minimalni.
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Priklad

Je ddn ostrodhly trojihelnik ABC. Uvnitf tohoto trojihelniku najdéte bod X, pro
ktery je soucet |AX| + |BX| + |CX| minimalni.

Necht Y je libovolny vnitfni bod trojihelniku ABC. Pouzijeme otoceni kolem
bodu A o 60 stupnt proti sméru hodinovych rucicek.

C‘

A\
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Priklad

Je ddn ostrodhly trojihelnik ABC. Uvnitf tohoto trojihelniku najdéte bod X, pro
ktery je soucet |AX| + |BX| + |CX| minimalni.

Redent.
Necht Y je libovolny vnitfni bod trojihelniku ABC. Pouzijeme otoceni kolem
bodu A o 60 stupnt proti sméru hodinovych rucicek.

C‘

A B

Jisté |C'Y'| = [CY], |Y'Y| = |AY], a tedy
|AY| + |BY| + |CY| = |C'Y'| + |Y'Y| + | YB].
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Vzhledem k symetrii Glohy si neni obtizné uvédomit, ze bod X, ktery hledame,
sestrojime podle nasledujiciho obrazku. J

CV
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Vzhledem k symetrii Glohy si neni obtizné uvédomit, ze bod X, ktery hledame,
sestrojime podle nasledujiciho obrazku. J

CV

Poznamka

Bod X se nazyva Torricelliho bod. Pro takovyto bod pak navic plati
|ZAXB| = |£BXC| = |£CXA| = 120°.
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Poznamka

Pokud bychom chtéli Glohu fesit analyticky (nap¥. pro trojihelnik ABC, kde
A =(0,0), B=(4,0), C =(3,2)), museli bychom hledat minimum funkce

F(x,y) = Vo2 +y2 + /(x =42+ y2 + /(x =32 + (y — 2%,
co? by bylo komplikované. (Vychazi foi, = /17 4+ 8v/3.)
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Poznamka

Pokud bychom chtéli Glohu fesit analyticky (nap¥. pro trojihelnik ABC, kde
A =(0,0), B=(4,0), C =(3,2)), museli bychom hledat minimum funkce

Fx,y) = V2 +y2+ V(x =42 +y2 +/(x =32+ (y - 2)2,
co? by bylo komplikované. (Vychazi foi, = /17 4+ 8v/3.)

Pro ilustraci si ukazme vrstevnice funkce f v trojahelniku ABC.
C’

ISR
‘\'\l\'\l\l\‘{{\\\\@g
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Dalsi extrémalni Glohy, které je mozné resit geometricky

Jsou ddny dvé kruZnice majici dva spole¢né body. Jednim z nich vedte pfimku tak,
aby tsecka XY vytatd kruZnicemi méla nejvétsi délku (viz obrdzek).

X
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Dalsi extrémalni Glohy, které je mozné resit geometricky

Jsou ddny dvé kruZnice majici dva spole¢né body. Jednim z nich vedte pfimku tak,
aby tsecka XY vytatd kruZnicemi méla nejvétsi délku (viz obrdzek).

X

Chceme, aby |XY| bylo maximalni.
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Dalsi extrémalni Glohy, které je mozné resit geometricky

Je ddn ostrodhly trojuhelnik ABC. Bodem C vedte pfimku p tak, aby s
trojihelnikem ABC méla pouze jeden spoleény bod (bod C) a pfitom byl soucet
vzddlenosti bodii A a B od pfimky p maximdini (viz obrdzek).

p
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@ Predndsky pro fesSitele matematické olympiddy, Jevicko, ¢erven 1994.
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Dékuji za pozornost.
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